



























られている．しかし (q, ξ) ∈ TQに関する一階の微分方程式系

















ω = dθ, ただし θ = pidqi
から誘導されるポアソン括弧








を利用する．すなわち，ハミルトニアン Hと呼ばれる C∞(T ∗Q)の元を適当に定めて，T ∗Q上の
「正準方程式」
q˙i = {q,H} (3)
p˙i = {p,H} (4)







が ξi = ξi(q, p) のように逆に解ける場合は以下の様に構成すればよい．すなわちハミルトニア
ンを
H(q, p) = piξi(q, p) − L(q, ξ(q, p))
と定めれば，(5)から定まる TQと T ∗Qの微分同相写像によってオイラー・ラグランジュ方程式
と Hから定まる正準方程式が対応する．
問題は Lが特異，すなわち (5)が TQから T ∗Qへの微分同相でないときである．
1.2 特異ラグランジアンと Diracの処方
特異ラグランジアンに対しては，(q, ξ, p)の関係式 (5)の中に，ξを含まない n − r個の独立な
(q, p)の関係式







ならないので，対応する T ∗Qにおけるハミルトン形式は (6)を拘束条件として持つ微分方程式
系，言い換えれば φs(q, p) = 0を満たすような集合 M0（拘束面）内に軌道が存在するような力
学系を考えなければならない．
また，ラグランジュ系に対応するハミルトニアンを構成する際，
E(q, ξ, p) = piξi − L(q, ξ) (7)
に (5)を逆に解いて ξを (q, p)で表したものを代入することはできないのであるが，
∂E
∂ξi
= pi − ∂L
∂ξi
となるので，関係式 (5)を用いて Eを変形すれば ξに依存しない式，Hc(q, p)にできることを意
味している．そこで，Lに関するハミルトニアンを Hcと定めたい．ただし，ここで取り扱いた
いハミルトン系は T ∗Q全体でなく M0 で考えればよいので，考えられうるハミルトニアンとし
ては，M0 で Hc と一致するもの全て，即ち任意の関数 us ∈ C∞(T ∗Q)を用いて
HT = Hc + usφs
の形まで許されるべきと考える．このハミルトニアン（の族）を全ハミルトニアンと呼ぶ．
HT によって正準方程式
q˙i = {qi,HT }
p˙i = {pi,HT }
が得られる．この解 (qt, pt)がラグランジュ系の解と同値であるためには，解が拘束面に含まれ
る，すなわち φs(qt, pt) = 0が成り立つ必要がある．よってこの時間微分が 0に等しくなる条件
―整合性の条件と呼ばれる―を要求しなければならない：
χs(q, p) ≡ ∂φs
∂qi
{qi,HT } + ∂φs
∂pii
{pi,HT } = 0 on M0
χs に含まれるパラメータ us をこの等式が成り立つように定めることができる場合は，HT の定
義においてはじめから us がそのように定まっていたかのように考え，決定された us を含む項
を Hc に繰り込む．どのような us を選んでもこの等式が成り立たない場合は，χs を新たな拘束
条件式として加え，引き続いて χs の整合性条件を成り立つようにこの手続きを繰り返す．
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最終的に整合性条件が満足するような拘束条件の組 φs, χs, χ
(1)







1. 正準共役運動量の定義式 (5)で TQ全体を写像した T ∗Qの部分集合 M′0と，この定義式の中
に含まれる (q, p)の関係式 φs(q, p)の共通零点によって定められる集合 M0 とは一致しない
ことがある．そもそも，「逆に解けない」からといって T ∗Q全体で定義された関係式とし
て φsが存在する保証がない．せいぜい逆写像定理によって M′0のある近傍ごとに φs = 0の
様に記述できることまでしかいえない．すなわち，拘束面 M′0 はうまく定義できるが，拘
束条件 φs は一般にはうまく定義できない概念である．
2. Hc の定義において，E(q, ξ, p)を関係式 (5)を用いて ξを消去するように変形するわけであ
るが，変形の方法は一通りではない―そもそも (5)を ξについて解けなかった―のだから，




























ヘス行列の階数が (q, ξ)に関係なく一定の場合は，その固有値 μ(s)と固有ベクトル eis:
∂2L
∂ξi∂ξ j
e js = μ(s)δi je
j
s, s = 1, 2, . . . , n
を考える．ただし番号を並び替えて，s = 1, . . . , n − rのとき μ(s) = 0としておく．
0-固有値の固有ベクトル eis, s = 1, . . . , n− rを (2)に乗ずれば，以下のような ξ˙iを含まない (q, ξ)
の関係式を得る．




ξ j − ∂L
∂qi
)




M˜0 = {(q, ξ) ∈ TQ|χs(q, ξ) = 0, s = 1, . . . n − r}
と定める．
注意 2.1. 定義式 (8)からすぐに分かるように，Lによっては χsが項等的に 0に等しくなること
もある．すなわち，特異系であっても拘束条件を持たないことがある．
オイラー・ラグランジュ方程式の一次拘束条件 χs と，Diracの処方における一次拘束条件 φs
の間には関係があることが知られている [2, 3]が，その対応についてはあまり明確に表されて
いるとは言いがたい．後に Diracの処方を別の定式化で表すとき，この対応を明確な形で表す．
拘束条件を満たす (q, ξ)については，方程式 (2)は以下のように解くことができる：




ただし Fi は xi に関する連立方程式
∂2L
∂ξi∂ξ j






の特解で，vs は (q, ξ)の任意関数である．
以上をまとめると，
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命題 2.1. 方程式 (1), (2)は以下のように書き直される：
q˙i = ξi (9)








ξ j − ∂L
∂qi
)
= 0, s = 1, . . . , n − r. (11)
次に，この方程式の解空間について考える．任意に vs を与えれば，微分方程式 (9), (10)は正
規系であるから，常微分方程式の解の存在定理より，任意の (q0, ξ0)を初期値とした軌道 (qt, ξt)
の存在が保証される．この軌道は vsの選択に依存するので，vs-軌道と呼ぶことにし，またこれ
より TQの（局所）1パラメータ変換群 Φvst : TQ→ TQが定義される．
(11)を満たす解を記述するために，以下の概念を用意する．
定義 2.1. 部分集合 R ⊂ TQで，
Φ
vs
t (R) ⊂ R for any t,





部分集合になるので，部分集合 S に含まれる最大の Φvst -不変部分集合が考えられる．これを
Inv(Φvst ; S )で表す．
以上の準備のもと，次のことが言える．
命題 2.2. 方程式系 (9), (10), (11)の解は任意の (q0, ξ0) ∈ Inv(Φvst ; S )を初期値とする vs-軌道で与
えられる．
Proof. (q0, ξ0) ∈ Inv(Φvst ; S )を初期値とする vs-軌道 (qt, ξt)は Inv(Φvst ; S ) の定義により，(qt, ξt) ∈
Inv(Φvst ; S )．また Inv(Φ
vs
t ; S ) ⊂ M˜0 により，(qt, ξt)は M˜0 上の点．即ち (11)を満たす． 
集合 Inv(Φvst ; S )は vsに依存して決まるので，たとえば Inv(Φ
vs
t ; S ) = ∅になるような vsならば，
上の命題による解は存在しない．
また，vs, v′s で，Inv(Φvst ; S ) ⊂ Inv(Φv
′
s
t ; S )となるときは，パラメータの上手な選択で解空間を
拡張できることを意味している．そこで Inv(Φvst ; S )が最も大きくなるように vsを限定した，方
程式系 (9), (10), (11)を元のオイラー・ラグランジュ方程式の意味することと定める．
注意 2.2. Inv(Φvst ; S )が vsの選び方に関して，常に包含関係にある場合を除き，「Inv(Φ
vs
t ; S )が最
も大きくなる」という言明は一般には意味をもたない．vs, v′sで Inv(Φvst ; S ), Inv(Φ
v′s





また，vs  v′s であっても Inv(Φ
vs
t ; S ) = Inv(Φ
v′s
t ; S )になることがあるので，一般に一意的な微
分力学系を定められないことに注意する．このような「時間発展の非一意性」をゲージと呼ぶ
べきかどうかはよく分からない．
これまでは Inv(Φvst ; S )と vsを公理的に特徴づけていただけで，具体的な計算の方法は与えて
いない．そこで代数的にこれを定める手続きを考える．
軌道 (qt, ξt)が (11)を満たすならば，χs(qt, ξt)の任意の階数の微分が 0である．
dn
dtn
χs(qt, ξt) = 0, n = 1, 2, . . . . (12)
合成関数の微分を行い，左辺を (9), (10)を用いて表せば，任意関数 vsを含む (qt, ξt)の関数に書
き換えることができる．すなわち χ(0)s = χs とおいて，χ
(n)
s を
χ(n)s (q, ξ) ≡
d
dt











これらを用いれば，(12)式が成り立つ必要条件として，(q, ξ) ∈ Inv(Φvst ; S )ならば χ(n)s (q, ξ) = 0
と表すことができる．即ち Inv(Φvst ; S ) は χ
(n)
s (q, ξ) の共通零点に含まれる．また，最も大きな
Inv(Φvst ; S )を得るには，方程式系 χ
(n)













正準共役運動量を速度位相空間 TQ から，位相空間 T ∗Q への写像として定義する．以下で
は，Qの座標を qi, TQの座標は TqQの基底として (∂/∂qi)をとり，TqQ 
 ξ = ξi(∂/∂qi)の意味で
(qi, ξi)を用いて表し，T ∗Qの座標系は TQの双対基底を経由して (qi, pi)で表す．
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M0 = Ψ(TQ) ⊂ T ∗Q
とおき，M0を一次拘束面と呼ぶ．また，M0上で 0に値をとる C∞(T ∗Q)の元全体を N(M0)ある
いは N0 で表し，一次拘束イデアルと呼ぶ．
注意 3.1. Dirac の処方における一次拘束条件式とは，N0 の独立な n − r 個の元 φs で M0 =
{(q, p)|φs(q, p) = 0}を成り立たせるようなものとして対応させられる．
関係式 pi = Ψi(q, ξ)を満たす (q, p)は M0に含まれるので，この関係式を任意の (q, p) ∈ T ∗Qに
対して ξについて解くことはできない．そこで「部分的な逆写像」すなわち写像 Ξ : T ∗qQ→ TqQ
で
pi = Ψi(q,Ξ(q, p))
が (q, p) ∈ M0 について成立するようなものを考える．
定義 3.3. 写像 Ξ : T ∗qQ → TqQ が Ψ の部分逆写像であるとは，ある M0 上で 0 になる写像
Z : T ∗qQ→ T ∗qQが存在して
pi − Ψi(q,Ξ(q, p)) = Zi(q, p) for any (q, p) ∈ T ∗Q
が成り立つものをいう．とくに特異系において，一般に部分逆写像 Ξは一意に定まらない．
注意 3.2. Lが正則，すなわち Ψが逆を持つ場合には上定義おける Zは零写像のみとなるが，特
異の場合は部分逆写像が存在するための解の存在条件あるいは Diracの処方における一次拘束
条件式に関係し，一般に非自明な写像となる．後述の例を参照のこと．
部分逆写像を一つ固定すれば，E(q, ξ, p) = piξi − L(q, ξ)に ξi = Ξi(q, p)と代入することでハミ
ルトニアンを構成することができる．
定義 3.4. 部分逆写像 Ξに関するハミルトニアンを
















(q0, p0) ∈ T ∗Qを初期値とする解曲線 (qt, pt)が存在する．しかし，(qt, pt)がオイラー・ラグラン
ジュ方程式の解曲線をΨで写したものに一致するためには，(qt, pt) ∈ M0となる必要がある．こ
の条件は Diracの処方における「整合性条件」に他ならない．









しかし一般には N0が「小さい」ので，{N0,HΞ}  N0となり整合性条件は満たされない．そこ
で N0 を時間発展不変なイデアルへ拡大することを考える．




し Nが H-不変であっても，a ∈ C∞(T ∗Q), φ ∈ Nに対し
{aφ,H} = a{φ,H} + {a,H}φ ⊂ aN + N2,
となるから，一般に aφは Nに含まれないことに注意しておく．
そこで N0を H-不変かつ拘束条件として意味があるようにN0の不変拡大を限定的に定義する．
定義 3.6. イデアル N0 に対し，Nが H-不変なイデアルで N0 ⊂ Nを満たすとき，Nは N0 の H-
不変拡大であるという．
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補題 3.1. N1,N2を N0の H-不変拡大とする．このとき N = N1 ∩N2は N0の H-不変拡大である．
Proof. ほぼ自明． 
N0の全ての H-不変拡大の共通部分をとることで，最小の H-不変拡大 Nを得ることができる．
定義 3.7. Lをラグランジアン，Ψを正準共役運動量写像，N0を一次拘束イデアル，Ξを Ψの部
分逆写像，HΞ を Ξに関するハミルトニアンとする．
このとき，N0 の最小な HΞ-不変拡大を NΞ で表す．また，
M(Ξ) = {(q, p) ∈ T ∗Q|φ(q, p) = 0 for any φ ∈ N(Ξ)}
とおいて，Ξ-拘束面とよぶ．










定理 3.1. Zi を定義 3.3で定めた M0 上で 0になる写像とする．このとき
{Zi,HΞ} = − ∂
2L
∂ξi∂ξ j






















{Ξ j,HΞ} + ∂
2L
∂ξi∂qj
Ξ j − ∂L
∂qi
= 0 mod N(Ξ),
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すなわち，方程式 (13)とあわせると，ξi = Ξ(q, p)という変換の元，HΞで定まるハミルトン系を
M(Ξ)に制限した軌道はオイラー・ラグランジュ方程式を満たす．






































































































































































この定理によって，もし N(Ξ)  ∅となるような Ξが存在すれば，任意の (q0, p0) ∈ M(Ξ)を初
期値とするハミルトニアン HΞ による軌道 (qt, pt)もまた M(Ξ)に含まれ，ξt = Ξ(qt, pt)によって
TQ内の曲線を定めれば，(qt, ξt)がオイラー・ラグランジュ方程式の解となることがいえる．
またこの定理の系として，ラグランジュ系における一次拘束条件式 χs と不変イデアル N(Ξ)
との関係もいえる．
系 3.1. ラグランジュ系の一次拘束条件式を Ξで変換したもの：
Xs(q, p) ≡ χs(q,Ξ(q, p))
と定めれば，Xs ∈ N(Ξ)が成り立つ．
Proof. 定理 3.1の主張は，オイラー・ラグランジュ方程式を ξ = Ξ(q, p)で変換したものは N(Ξ)
に含まれるということなので，それらの関数倍と和で得られる拘束条件式 Xs も N(Ξ)に含まれ
る． 
3.2 Nの first class部分イデアル
定義 3.8. Nを C∞(T ∗Q)のイデアルとする．φ ∈ C∞(T ∗Q)が N-first classであるとは {φ,N} ⊂ Nが
成り立つことをいう．また
F(N) = {φ ∈ C∞(T ∗Q)|φ is N-first class} ∩ N
とおく．
注意 3.3. Nが H不変であることはすなわち，Hが N-first classを意味する．
命題 3.1. F(N)は C∞(T ∗Q)のイデアルかつ，ポアソン括弧に関して部分リー代数である．
Proof. 和について閉じることは明らか．φ ∈ F(N), u ∈ C∞(T ∗Q)とすれば，ライプニッツ則により
{uφ,N} ⊂ u{φ,N} + {u,N}φ ⊂ N,
より uφ ∈ F(N)．また，φ1, φ2 ∈ F(N)とすれば，ヤコビ恒等式より
{{φ1, φ2},N} ⊂ {φ1, {φ2,N}} + {φ2, {N, φ1, }}
⊂ {φ1,N} + {φ2,N}
⊂ N,
より，{φ1, φ2} ∈ F(N)． 
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イデアルの共通部分はまたイデアルなので，N ⊃ N0 に対しイデアル
F0 = F(N) ∩ N0
定義することができる．F0 は一般に部分リー代数にはならないことに注意．
命題 3.2. N0を一次拘束イデアル，Ξ,Ξ′を正準共役運動量写像 Ψの部分逆写像とし，HΞ,HΞ′ を
それぞれ対応するハミルトニアン，NΞ,NΞ′ を N0 のそれぞれのハミルトニアンによる最小不変
拡大とする．
このとき，
HΞ′ − HΞ ∈ F0
となるならば，NΞ = NΞ′ が成立する．
逆にもし NΞ = NΞ′ かつ HΞ′ − HΞ ∈ N0 であれば，
HΞ′ − HΞ ∈ F0.
が成り立つ．
Proof. φ = HΞ′ − HΞ は NΞ-first classであることに注意して
{HΞ′ ,NΞ} = {HΞ + φ,NΞ}
⊂ {HΞ,NΞ} + {φ,NΞ}
⊂ NΞ.
よって，NΞは HΞ′ 不変な N0の拡大であるから，NΞ′ ⊂ NΞが成り立つ．Ξと Ξ′を入れ替えた議
論も同様にできて，NΞ ⊂ NΞ′ も成り立つ．
逆は
{HΞ′ − HΞ,NΞ} ⊂ {HΞ′ ,NΞ} − {HΞ,NΞ}
⊂ NΞ + NΞ = NΞ.







Ai jξiξ j + Biξi +C (17)
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で表されるものである．ただし，Ai j, Bi, Cをそれぞれ qのみに依存する n次対称行列，ベクト
ル，スカラーとし，Ai j の階数は qによらず一定値 r(< n)をとるものとする．
Ai j の（qに依存する）s番目の固有ベクトルを eis，固有値を μ(s)で表す：
Ai je js = μ(s)δi je
j
s, s = 1, 2, . . . , n.
また，固有値が 0である固有値，固有ベクトルの番号が s = 1, . . . , n − rにるように並べておく．
このラグランジアンに対するオイラー・ラグランジュ方程式は
q˙i = ξi, (18)

























式 (19)の両辺に 0固有ベクトル eis, s = 1, . . . , n − rを乗ずれば




χs = 0を満たす (q, ξ)上で，式 (19)は ξ˙について解くことができる：












= Ai jξ j + Bi.
次に一次拘束面 M0 を決定する．(q, p) ∈ M0 とすれば，ある ξが存在して pi = Ai jξ j + Bi，す
なわち pi − Bi = Ai jξ jであるから，pi − Biは行列 Ai jの像に一致することが分かる．Ai jは対称行
列であるから，これは Ai j の核の直交補空間に等しい．よって，φs(q, p) = (pi − Bi)eis とおけば，
一次拘束面は
M0 = {(q, p)|φs = 0, s = 1, . . . , n − r}
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となることが分かる．
注意 4.1. この例において，M0 は各 q上にアフィン空間（部分ベクトル空間の原点をずらした
空間）であるので，式 φs = 0は M0 を定める式，すなわち拘束条件式であることが直ちにわか
る．また，拘束イデアル N0 は φs で生成されることも直ちに分かる．
Ψの部分逆写像 Ξ(q, p)を構成する．そのために適当な Zi ∈ N0 が存在して
pi − (Ai jΞ j + Bi) = Zi
が成り立っていると仮定すると，
Ai jΞ j = (pi − Bi) − Zi (20)
となるので，この右辺は eis, s = 1, . . . , n − rに直交しなけらばならない．よって Zi は
Zieis = φs, s = 1, . . . , n − r
を満たす．このような Zi の一つの選択として

















注意 4.2. Ziの選択は一意ではない，例えば eis, s = n − r + 1, . . . , nに比例し，M0で 0になるよう





HΞ(q, p) =piΞ j − L(q,Ξ)
=pi















































2(ξ˙1ξ3 + ξ1ξ˙3) = −q2q3












できないのであるが，ξが genericな値，すなわちランクが 2となる ξ3  0，ξ1  ξ3 に限定
した TQ上の力学系として適用させてみる．
2. 一次拘束面：p1 > 0, p2 = 0.




p1) Ξ1− = −p3/(2
√
p1)





















ゆえに，HΞ+ −HΞ− = 2√p1p3 + (u− v)p2．よってハミルトニアンの差が一次拘束にならない
例である．これは部分逆写像を取る際に分岐が出る場合常に起こりうる現象である．











p1 p˙3 = −q2q3
これより N0 の HΞ+ 不変拡大 N = 〈p2, p1, q3〉となってしまうが，条件 p1 = 0は最初の方程
式の意味を失わせる（ill-definedな方程式になる）．これを回避するために，p3 = 0を拘束
条件として「手でいれて」しまうと，方程式 (mod N = 〈p1, p2, p3, q3〉)は
q˙1 = 0, q˙2 = u
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を ξ3 = 0に制限して部分逆写像を与えてみる：
1. 正準運動量写像：
Ψi = 0, i = 1, 2, 3
2. 一次拘束面：
pi = 0, i = 1, 2, 3
3. 拘束条件式：
φi = pi, i = 1, 2, 3 (N0 = 〈p1, p2, p3〉)
4. Ξ:（ui を任意関数として）
Ξi = ui, i = 1, 2 Ξ3 = 0
5. ハミルトニアン：





6. HΞ に関する正準方程式：（等式は mod N0）
q˙1 = u1 p˙1 = 0
q˙2 = u2 p˙2 = −12 (q
3)2
q˙3 = 0 p˙3 = −q2q3
これより N0の HΞ不変拡大は，N = 〈p1, p2, p3, q3〉のようになる．この Nのもとで正準方程
式は
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We present some problems of the method given by Dirac to construct a Hamilton system that is
equivalent to a given singular Lagrange system. We give the method as a reformation of this ‘Dirac’s
recipe’ to settle these problems definitely. We give the proof that the solutions of given Euler-Lagrange
equations are obtained from the solutions of the Hamilton system by this new method.
Keywords: singular Lagrangian, constraint mechanics, Hamilton system, Dirac’s recipe, ideal of con-
straints
